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En mathematiques, un langage ne 
devient courant que lorsqu'il 
s’impose comme une n&essitG. 
Jean Dieudonk 
SUMMARIES 
The Bolzano-Weierstrass and Borel-Lebesgue pro- 
perties of sets constitute the fundamental ideas that 
led to the notion of compactness. The link between 
these ideas appeared for the first time to Frechet, 
who formulated the first definition of a compact set. 
The notion developed simultaneously with that of a 
complete set thanks mainly to the contributions made 
by Hausdorff and Alexandroff. Later Moore-Smith con- 
vergence and filters enabled simplification of the 
language. 
La propriete de Bolzano-Weierstrass et la pro- 
priete de Borel-Lebesgue constituent les idles fonda- 
mentales qui ont conduit a l'elaboration de la notion 
de compacit6. Le lien entre ces id&es est apparu pour 
la premihe fois a Fr&het qui a formule la premiere 
definition d'un ensemble compact. Cette notion s'est 
affinee en m&me temps que celle d'ensemble complet 
grace a Hausdorff et Alexandroff notamment. La con- 
vergence 2 la Moore-Smith et la notion de filtre ont 
permis ulterieurement de simplifier le langage. 
Die Bolzano-Weierstrassche Eigenschaft und die 
Borel-Lebesguesche Eigenschaft sind die Hauptideen, 
welche zum Begriff der Kompaktheit fiihrten. Die 
Verbindung zwischen diesen beiden Ideen wurde zuerst 
von Frechet bemerkt, der die erste Definition einer 
kompakten Menge gab. Der Begriff entwickelte sich 
zugleich mit dem der vollsGindigen Menge, haupt- 
&ichlich durch die Arbeiten von Hausdorff und Alexan- 
droff. Sp;iter erlaubten die Moore-Smi th-Konvergenz 
und der Begriff des Filters die Ausdrucksweise zu 
vereinfachen. 
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La notion d'espace compact, comme celle d'espace complet qui 
y  est intimement li&, s'est dgqaqge peu 2 peu au fur et 2 mesure 
que les idGes maitresses de l'analyse classique--et notamment 
celle de limite--ont gt& adaptees au domaine plus q&gral de la 
topologie [Pier 19611. 
Dans le long processus qui a conduit a la notion rigoureuse 
de limite [Dugac 1970, 19781 relevons qu'en 1817 Bolzano a formu 
avant Cauchy--1e premier &on& du &lSbre "critsre de Cauchy" 
[Bolzano 1905, 211; nous donnons ici la version qui se trouve 
dans les manuscrits posthumes de Bolzano: 
Si l'infinite des nombres mesurables Xl, X2, X3, . . . . 
Xn, -.., Xn+r, .-. que nous pouvons considerer comme 
autant de termes d'une s&rie indexee par les nombres 
1, 2, 3, . . . . n, . . . . n+r, . . . se prolonqeant indk- 
finiment, proqressent suivant une loi telle que la 
difference entre le n-ikme et le n+r-ieme termes de 
la serie i.e. Xn+r - Xn, prise en valueur absolue, 
quelque grand que soit le nombre r, soit toujours 
inf&ieure a une certaine fraction l/N ou m@me aussi 
petite qu'on veut si on choisit le nombre n suffisam- 
ment grand, alors j'affirme qu'il y a toujours un 
nombre mesurable unique A dont on peut dire que les 
termes de notre s&-ie s'approchent indefiniment i.e. 
par suite d'une augmentation de n ou r, les diffe- 
rences A - Xn ou A - Xn+r diminuent indefiniment 
[Rychlik 1962, 741. 
Bolzano a aussi &onc& cette autre proprigtg remar- 
quable: Si nous savons d'une propri&e B uniquement 
qu'elle n'est pas possed&e par toutes les valeurs 
d'un nombre mesurable variable X qui sont plus qrandes 
(plus petites), mais qu'elle est possedee par toutes 
les valeurs qui sont plus petites (plus qrandes) qu'un 
certain nombre U, alors nous pouvons affirmer avec 
certitude qu'il y a un nombre mesurable A qui est le 
plus grand (le plus petit) dont on puisse dire que 
tous les X plus petits (plus grands) ont la propriete 
B; on ne peut decider si le nombre X = A jouit lui- 
m&me de cette propriete [Rychlik 1962, 78-791. 
La dgmonstration donnee par Bolzano gtait exacte dans la 
mesure oiIi la theorie des nombres re'els gtait Gtablie correcte- 
ment h l'gpoque. Elle a &g compl&&e par Weierstrass et aussi 
par Bolzano lui-m&me [Rychlik 1962, 79-831. La proprie't6 a dG, 
d'ailleurs, &tre connue dgja de Gauss [Perron 1960, 33, 571. Ce 
thgorsme sur l'existence d'une borne supgrieure (infgrieure) pour 
une partie major&e (minorge) de la droite nume'rique est connu 
sous le nom de thgorsme de Bolzano-Gauss. D'autre part, en se 
basant sur ce thgorkme, Weierstrass a de'montre' que toute partie 
HM7 Historique de la notion de compacit6 427 
infinie born6e de la droite nu&rique admet au moins un point- 
limite: c'est le thgor6me de Weierstrass; la proprie'te' est 
g&&alement appelge "propri&& de Bolzano-Weierstrass". 
Dans le m&me ordre d'idbes, apri?s que Bolzano cut fox-mu16 la 
definition modern@ de la continuit6 d'une fonction, Weierstrass 
a pu d&nontrer dans ses tours que toute fonction continue "dans 
un intervalle limitA" y atteint au moins une fois son minimum. 
11 a critiqug, par ailleurs, l'utilisation injustifige du r&ultat 
de ce thgor&me au nom du principe de Dirichlet pour d'autres 
types de fonctions [Bourbaki 1960, 165; Frechet 19041. 
En 1894, Bore1 a dgmontr6 dans sa th&se un th&orSme fonda- 
mental auquel il a don& la formulation suivante quatre ans 
plus tard: 
Si l'on a sur un segment limit& de droite une infinitg 
d&nombrable d'intervalles partiels, tels que tout point 
du segment soit int&ieur 2 l'un au moins des intervalles, 
il existe un nombre limit6 d'intervalles choisis parmi 
les intervalles don&s et ayant la m8me propriete [Bore1 
1898, 421. 
Voici la dgmonstration de Borel: 
Numkotons nos intervalles d'aprk une loi quelchonque, 
mais &termin&e; je dis qu'il existe un nombre N, tel 
que tout point de la droite soit B l'intkieur d'un 
intervalle dont le rang ne d&passe pas N. En effet, 
nier l'existence du nombre N, c'est affirmer que, quel 
que soit le nombre don& n, il existe SW la droite un 
point tel que tous le.5 intervalles que le renferment 
ont un numero supgrieur 2 n. I1 est clair d'ailleurs 
que, si l'on divise le segment de droite en deux seg- 
ments ggaux, l'un au moins de ces segments aura la 
m@me proprietg; car, si pour chacun de ces segments il 
existait un nombre N, soient N' et N" ces deux nombres, 
il suffirait de prendre pour N le plus grand des deux. 
Si nous continuons 2 diviser le segment en deux parties 
egales et si nous conservons toujours le segment pour 
lequel il n'existe pas de nom&e N (ou l'un d'eux, s'il 
y en a plusieurs), nous obtiendrons des segments de plus 
en plus petit-s, renfermgs les uns dans les autres et 
ayant la proprike suivante: quel que soit le nombre n, 
Chacun d'eux contient au moins un point qui n'est ren- 
fermk dans aucun intervale de rang inferieur a n. 
Mais ces segments emboltes les uns dans les autres et 
dont chacun est &gal B la moitig du pr&&dent ont un 
point limite a; ce point c1 est, par hypothese, h l'in- 
t&ieur d'un intervalle de rang d&erminh k, puisque 
now avons suppos6 dgnombrable l'ensemble de nos inter- 
valles; les extr&mit& ak, bk de cet intervalle ne coin- 
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cident d'ailleurs pas avec u (a cause du sens restreint 
que nous attachons au mot interieur); done cet inter- 
valle ak - bk comprend tout entier l'un des segments 
qui ont pour limite a, ce qui est absurde, puisque les 
points de ce segment seraient ainsi tous compris 2 
l'intgrieur de cet intervalle ak - bk dont le rang est 
un nombre fixe [Bore1 1898, 42-431. 
En 1904, Lebesgue a g&krali& le thgorkme pour une infinit6 
non dgnombrable d'intervalles: 
Si l'on a une famille d'intervalles A tels que tout 
point d'un intervalle (a,b), y compris a et b, soit 
in&k-ieur 2 l'un au moins des A, il existe une famille 
formge d'un nombre fini des intervalles A et qui jouit 
de la mSme proprigt6: tout point de (a,b) est int&ieur 
a l'un d'eux [Lebesgue 1904, 1041. 
Voici la dgmonstration de Lebesgue: 
Soit (cl,B) l'un des intervalles contenant a; la proprik& 
3 demontrer est &vidente pour l'intervalle (a,x) si 
x est compris entre c1 et B; je veux dire que cet 
intervalle peut Btre couvert 2 l'aide d'un nombre 
fini d'intervalles A, ce que j'exprime en disant 
que le point x est atteint. I1 faut demontrer que 
b est atteint. Si x est atteint, tous les points 
de (a,x) le sont; si x n'est pas atteint, aucun des 
points de (x,b) ne l'est. I1 y a done, si b n'est 
pas atteint,,un premier point non atteint, ou un 
dernier point atteint; soit x0 ce point. I1 est 
intkieur h un intervalle A, (c~.l,Bl). Soient x1 
un point de (al,xo), x2 un point de (x0,81); x1 
est atteint par hypoth&se, les intervalles A en 
nombre fini qui servent 2 l'atteindre, plus l'inter- 
valle (al,Bl), permettent d'atteindre x2 > x0; x0 
n'est ni le dernier point atteint, ni le premier 
non atteint; done b est atteint [Lebesgue 1904, 
104-1051. 
Lebesgue a prouvg aussi que de son th6orSme on peut dgduire 
trSs simplement la continuitg uniforme d'une fonction continue 
sur (a,b). Le rgsultat du thgor&me est connu sous le nom de 
the'orgme de Borel-Lebesgue. Faisant usage des coupures de 
Dedekind, Riesz a aussi pu montrer que "le th6orSme de M. Bore1 . . . 
peut Gtre &non& sous une forme plus g&&ale, en laissant a 
part la d&ombrabilit6 de l'ensernble" [Riesz 19051. A propos 
des diffgrentes versions et d6monstrations de cette importante 
propri6t6, citons encore Bore1 qui fait le point de la question: 
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Dans le dernier num&o des Comptes Rendus, M. Riesz 
indique une intkessante g&n&ralisation d'un theor&me 
que j'ai don& en 1894 dans ma thsse et utilise depuis 
dans plusieurs travaux. Cette g&&ralisation a et& 
don&e pour la premiere fois par M. Henri Lebesgue 
dont la demonstration est a peu pres identique a celle 
don&e par M. Riesz. Plus recemment, M. Baire m'a com- 
munique we demonstration de la gkn&alisation de 
M. Lebesgue, qui n'est pas plus simple que celle de 
M. Lebesgue, mais qui me parait, 2 certains ggards, 
interessante. Voici comment on peut l'exposer en se 
bornant au cas du continu a une dimension: Soient don&s 
des intervalles tels que tout point du segment O-l soit 
interieur 3 l'un d'eux (le mot int&rieur est pris au 
sens etroit, c'est-a-dire que les extr&mit& d'un inter- 
valle ne sont pas regard&es comme interieures a l'inter- 
valle). A tout nombre x compris entre 0 et 1 on peut 
faire correspondre un nombre E d&fini comme il suit: 
soit ab l'un des intervalles contenant x et h le plus 
petit des deux nombres positifs x-a et b-x; le nombre 
E est la limite supgrieure des valeurs de h qui corre- 
spondent a tous les intervalles ab contenant x. I1 
est visible que le nombre E ainsi dgfini est une fonction 
continue de x, lorsque x varie de 0 a 1; cette fonction 
continue admet done une limite infgrieure n qu'elle 
atteint effectivement et qui par suite ne peut pas &tre 
nulle. En dksignant par Q' un nombre positif quelconque 
inferieur 2 n, il est visible que tout point x compris 
entre 0 et 1 est 2 l'intkieur d'un intervalle ab tel 
que b - x et x - a soient tous deux supkieurs au nombre 
d&terming n'; il est clair, d&s lors, que l'on peut 
recouvrir tout l'intervalle O-l par un nombre d'inter- 
valles au plus &gal t! l'entier immgdiatement sup&-ieur 
2 l/11', done par un nombre fini d'intervalles. C'est 
le r&ultat qu'on voulait d6montrer. 
Cette d&monstration de M. Baire n'est pas sans 
analogie avec celle que Heine a donnge de l'uniformite 
de la continuite. C'est sans doute 2 cause de cdtte 
analogie que certains auteurs ont donne au theorgme dont 
il est question le nom de Heine-Borel. I1 semble 
d'ailleurs que l'on ait cru parfois que j'avais don& 
l'&noncQ g&&alise du 2 M. Lebesgue, c'est-a-dire que 
l'on n'ait pas pris garde que mes deux d6monstrations 
(doct la premiere a des points communs avec celle de 
M. Lebesgue) supposent toutes deux la d6nombrabilit.6 
de l'ensemble des intervalles donnes. Je suis heureux 
que l'occasion me soit offerte de signaler la part qui 
est due a M. Lebesgue dans le th&o&me g&&ralise et 
ses applications [Bore1 1905; Heine 1870, 18721. 
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Signalons enfin que d'autres versions du thgoreme sont dues 
2 Capelli et Young [Schoenflies 1913, 2391. 
Ces notions fondamentales de la thgorie des nombres re'els 
une fois dgfinies rigoureusement et ces proprigte's remarquables 
de la droite numgrique une fois Qtablies, il a fallu ensuite 
les traduire dans la thgorie g&&ale des espaces topologiques 
qui , entrevue d'abord par Riemann, a pris un essor consid&rable 
?I la fin du 19e siscle gr$ce notamment a l'oeuvre de Cantor. 
Dans une communication adressge 2 l'Acad&mie des Sciences 
de Paris le 21 novembre 1904, Frkhet a cherche' ?I Qtendre le 
Gsultat de Weierstrass sur l'existence du minimum d'une fonction 
continue. A cette occasion, il a introduit les de'fintions nouvelles 
suivantes: 
Nous supposons donnke une certaine cat&gorie C d'el&ments 
quelconques (nombres, surfaces, etc.) dans laquelle on 
sache discerner les 616ments distincts... Nous supposerons 
acquise une dgfinition qui donne un sens pr&is B cette 
phrase: la suite infinie Al, $2, . . . . A,, . . . d'elements 
de C a une limite B. I1 nous suffira que cette definition, 
d'ailleurs quelconque, satisfasse aux deux conditions 
suivantes: 1) si la suite Al, A2, . . . . A,, . . . a une 
limite, toute suite Apl, Ap2, . . . . d'&lSments d'indices 
croissants de la premikre suite a aussi une limite qui 
est la meme; 2) si aucun des 616ments Al, A2, . . . d'une 
suite quelconque n'est distinct de A, cette suite a une 
limite que est A [Frkhet 19051. 
I1 a qualifig de ferm6 tout ensemble qui n'a aucun 616ment- 
limite ou contient ses glgments-limites; il a pu formuler alors 
la premike definition d'un ensemble compact: 
Nous appellerons ensemble compact tout ensemble E tel 
qu'il existe toujours au moins un &l&ment commun a une 
suite infinie quelconque d'ensembles El, Ez,...E,,... 
contenus dans E, lorsque ceux-ci (possbdant au moins 
un 6lbment chacun) sont ferm&s et chacun contenu dans 
le p&z&dent [Frgchet 19041. 
Frgchet a montr6 que ces ensembles compacts peuvent @tre 
caract&is&s plus simplement grdce au the'orkme suivant: 
La condition nkessaire et suffisante pour qu'un ensem- 
ble E soit compact est que tout ensemble El form8 d'une 
infinitg d'&l&ments distincts contenus dans E donne 
lieu 2 un .6l&ment-limite au moins [Frechet 1904, 19051. 
Frkhet a remarqu6 que les ensembles compacts jouissent ainsi 
de propridt6s analogues & celles des "ensembles limitgs" de points 
de l'espace: Tout ensemble form6 d'un nombre fini d'elgments dis- 
tincts est compact; tout ensemble forme' d'un nombre fini d'ensem- 
bles compacts est lui-m&me compact; tout ensemble contenant un 
ensemble non compact est non compact. 
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Frechet a note': 
Ce rapprochement s'explique forsqu'on remarque que, 
en prenant comme 616ments les points d'une droite, 
par exemple, et en adoptant la dgfinition ordinaire 
de la limite d'une suite de points, on trouve que tout 
ensemble limit6 de points d'une droite est un ensemble 
compact. Vn intervalle (02 les extr.Gmit& sont com- 
prises) sera un ensemble compact et ferm6 [Frechet 19041. 
Apr&s avoir retrouve ainsi le cas particulier de Weierstrass, 
il a indiqug que le m&me theorkme s'Qtend a l'espace ayant un 
nombre fini de dimensions et m&me.8 l'espace ayant une infinitd 
denombrable de dimensions si on choisit convenablement la defini- 
tion de la limite. 
Reprenant ces mdmes id&es dans sa thgse en 1906 [FrGchet 1906, 
5; 1928b, 1643, Frechet a appelg classe (3) un ensemble pour 
lequel on a admis la de'finition de la limite que nous venons 
d'indiquer. Afin que la notion d'ensemble compact "joue le m@me 
role dans la thgorie des ensembles abstraits que la notion d'en- 
semble limit& dans la theorie des ensembles ponctuels" [Frechet 
1906, 61 il a nomme, par definition, ensemble compact tout ensem- 
ble tire d'une classe (2) qui n'a qu'un nombre fini d'elements 
ou dont toute infinite d'Qlements donne lieu a un element-limite 
au moins; il a appele' extre'mal tout ensemble a la fois compact et 
fen-& [Frdchet 1906, 6-71. 11 a aussi indique des exemples de 
courbes compactes et de courbes non compactes. 
Les espaces (9) ont &G t&s utiles 2 Fr&het comme point de 
depart, mais il s'en est rarement servi dans la suite. 11 Qcrira 
plus tard: 
Nous n'avions introudit la notion d'espace (2') que pour 
montrer qu'on peut dgfinir une topologie des espaces 
abstraits sans recourir 3 la notion de distance. Ce but 
6tant atteint, now avions reconnu que cette notion 
n'avait pas l'utilit6 g&&ale que nous avions esp6r6e 
et nous ne i'avons plus utilis6e [DuPont 1964, 39241. 
Dans le but de rggler la question du choix des axiomes fonda- 
mentaux des espaces abstraits, Frechet a consider6 dans sa these 
un ensemble dit de classe (U) dans lequel on dgfinit le voisinage 
(A,B) = (B,A) L 0 de deux glements quelconques A et B comme etant 
un nombre tel que (A, B) = 0 si et seulement si A = B et qu'il 
existe une fonction positive notee f(s) tendant vers 0 avec E, 
pour laquelle (A, C) < f(s) si (A, 23) ( f(s) et (B, C) 5 f(E), 
quels que soient les zlgments A, B, C [Fr&het 1906, 183. En 
formulant cette definition des voisinages qui gengralisait en 
apparence la definition de la distance de deux points, Frechet 
espgrait kendre 2 des espaces plus g&&aux les proprie'tgs des 
espaces distancie's consid&res dSs 1905, d&finis sous le nom 
d'espaces (9) dans sa thsse et appelGs espaces mGtriques par 
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Hausdorff. Puis, il s'est rendu compte que les deux espaces 
devaient etre gquivalents [Fr&het 1910, 221 et, plus tard, 
Chittenden a dEmontr6 qu'il en est bien ainsi [Chittenden 1917; 
Fr&het 192813, 219]. 
Fr&het a compl8tg la terminologie dans la classe (Y) de la 
manisre suivante: Une suite d'e'le'ments Al, . . . . An, . . . tend vers 
un glgment-limite A si le voisinage (An, A) tend vers 0 avec l/n. 
L'ensemble d&iv& d'un ensemble B, terme repris de Cantor 
[Hausdorff 1914, 2201, est l'ensemble des glgments-limites de E. 
Un ensemble est dit ferme lorsqu'il contient son ensemble de'riv4 
et parfait lorsqu'il coincide avec son d&iv& [Fr&het 1906, 6, 
181. 
Fre'chet a pu consid&-er des "conditions de Cauchy" dans une 
classe (U): une suite d'gl6ments Al, A2, . . . satisfait 2 ces 
conditions lorsqu'z tout E > 0 il correspond un entier n tel que 
(Ant An+p) < E, quel que soit p. Alors, pax dgfinition, "une 
classe tU) admet une q&-&alisation du the'orsme de Cauchy" si 
toute suite d'glgments de cette classe, qui satisfait aux con- 
ditions de Cauchy, adiiet un GlGment-limite (n4cessairement unique) 
[Frgchet 1906, 231. Fr&het a appelg une classe (V) normale si 
elle est parfaite, &parable et si elle admet "une q&&alisation 
du th&orkme de Cauchy" [Fre'chet 1906, 241. 11 a pu &tablir 
l'important re'sultat suivant: 
Soit E un ensemble d'&lgments d'une classe normale (T). 
Pour que de toute famille H dhotnbrable ou non d'ensem- 
bles I tels que tout 616ment de E soit intdrieur au sens 
&roit 2 au moins l'un d'eux, on puisse extraire un nombre 
fini d'ensembles I formant une famille G jouissant de la 
mGme propri&& que H, il faut et il suffit que E soit 
extrgmal [Frgchet 1906, 261. 
Frgchet a ainsi GtG le premier a se rendre compte du lien 
existant entre la prori&& de Bolzano-Weierstrass et la proprie'tg 
de Borel-Lebesque [Bourbaki 1960, 1501. Dans cet ordre d'ide'es, 
il est intgressant de remarquer que Schoenflies a pu dire dPs 
1913 que le thso&me de Borel-Lebesgue s'est rdvgl& $tre l'un 
des plus importants de la thGorie des ensembles [Schoenflies 1913, 
2311; par contre, il pensait que l'importance de la notion de 
compacit& gtait rgduite, estimant, en effet, que tout ensemble 
peut Gtre considgrg comme e'tant compact vu qu'on peut introduire 
des BlGments "impropres": le point 2 l'infini pour la droite, la 
droite de l'infini pour le plan, par exemple. Fr&het n'a, 2 
juste titre, pas partage ce point de vue [Fr&het 1910, 231. 
Alors que Riesz avait de son c&e' Bbauche' une the'orie des 
espaces abstraits [Riesz 1908; Bourbaki 1960, 150-151; Frdchet 
192833, 1811 et que Fr&het avait introduit encore en 1917 une 
nouvelle dgfinition des voisinaqes diffgrant totalement de celle 
donne'e pr&Gdemment 2 propos des espaces me'trique IFre'chet 1917, 
1918, 1928b, 1721, c'est l'axiomatique de Hausdorff qui devait 
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pr&aloir en topologie. Bourbaki a pu noter plus tard que 
"(Hausdorff) sut choisir, parmi les axiomes de Hilbert sur les 
voisinages dans le plan, ceux qui pouvaient donner h sa theorie 
2 la fois toute la pre'cision et toute la g&&alit& dgsirables" 
[Bourbaki 1960, 1511. Les dgfinitions de Hausdorff ont e'te 
formulges pour la premiPre fois en 1912 et plus systematiquement 
deux ans plus tard. L'espace topologique de Hausdorff est de'fini 
par des voisinages qui satisfont aux quatre axiomes suivants: 
1) Tout point x de l'espace est contenu dans un voisinage Vx et 
tout voisinage U, contient un point x; 2) h tout couple de 
voisinages VX et V, correspond un voisinage Wx contenu dans Ux 
et Vx; 3) si y est un point de Vx, il existe un voisinage 
contenu dans V,; 4) pour deux points x et y, il existe des 
Uy 
voisinages Vx et Uy sans point commun. Un domaine est un ensem- 
ble contenant un voisinage de chacun de ses points [Hausdorff 
1914, 213-2151. 
Par ailleurs, la notion de point-limite s'est r&&le'e Btre 
insuffisante quand on a remarqug qu'il convenait de considbrer, 
pour un ensemble don&, des points-limites d'au moins une suite 
de cet ensemble. DGja en 1905, dans ses travaux consacre's au 
prohleme de l'existence d'une fonction minimale pour le principe 
de Dirichlet, Hilbert s'etait inte'resse a une suite de fonctions 
ne convergeant pas n&essairement en tout point, mais dont une 
sous-suite converge en tout point [Hilbert 1935, 23; Bourbaki 
1960, 1501. Des points-limites d'au moins une suite d'un ensem- 
ble, dits points d'accumulation de l'ensemble, et leur ensemble 
dit d&-i&, ont &e" e'tudie's d'abord par Riesz [Bourbaki 1960, 151; 
Riesz 1908; DuPont 1964, 39241. Plus tard, suivant l'exemple de 
Tannery, Fr&het a adopt4 cette terminologie a son tour [Fr&het 
192833, 371. Mais c'est encore Hausdorff qui a fix6 les dgfinitions 
dgfinitives. En se basant sur des ide'es de Cantor, il a appele 
point d'accumulation d'un ensemble A tout point dont chaque 
voisinage contient une infinitg de points de A; il a appele point 
adherent de A.tout point dont chaque voisinage contient au moins 
un point de A. 11 a nomme' ensemble divergent tout ensemble infini 
n'ayant pas de point d'accumulation et il a qualifig de fen& tout 
ensemble contenant ses points d'accumulation [Hausdorff 1914, 219, 
221, 230; Cantor 1932, 981. Hausdorff a dit alors que, d'aprhs 
Frgchet, un ensemble est compact, par definition, s'il n'a pas de 
partie divergente; il a englob& parmi les ensembles compacts les 
ensembles finis et l'ensemble vide. Ainsi, toute partie infinie 
d'une partie compacte A admet au moins un point d'accumulation 
n'appartenant pas n&essairement a cette partie [Hausdorff 1914, 
230; FrGchet 1928b, 691. 
Hausdorff a pu enoncer le the'orDme de Bore1 de la maniere 
suivante: 
Si un ensemble compact ferm& est contenu dans la somme 
d'une suite de domaines, il est contenu dans une somme 
d'un nombre fini de domaines de cette suite. 
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11 a formu une rgciproque: 
Si, pour tout systgme de domaines dans la somme desquels 
l'ensemble A est contenu, A est contenu d6ja dans un 
nombre fini de domaines de ce systkme, alors A est compact 
et ferm6 [Hausdorff 1914, 2311. 
Afin de pouvoir donner aussi une interprgtation du the'orsme 
de Borel-Lebesgue, Hausdorff a introduit le "second axiome de 
d&ombrabilitB" v&ifiG par tout espace topologique 2 systkme 
fondamental de voisinages d&nombrable [Hausdorff 1914, 2631. Au 
cas ou cet axiome est Grifie', le the'orsme et une rgciproque 
s'&oncent de la maniilre suivante: 
Si un ensemble compact ferm6 est contenu dans la somme 
d'un systgme quelconque de domaines, il est contenu 
d&j2 dans la somme d'un nombre fini de domaines de 
cette suite. 
Si, pour toute suite de domaines dans la somme des- 
quels l'ensemble A est contenu, A est contenu d&j2 
dans un nombre fini de domaines de cette suite, alors 
A est compact et ferm6 [Hausdorff 1914, 272-2731. 
S'efforFant toujours de g&&raliser pour les espaces abstraits 
les proprie'tgs remarquables des ensembles lin&aires bornGs, Frgchet 
a not-6 qu' "ayant eu plus tard 2 envisager des espaces plus 
g&Graux, la question se posait de savoir si les dgfinitions 
des ensembles compacts envisaggs d'abord continueraient 2 rendre 
les mgmes services . ..I(. Et il a ajoute': "Ce n'est pas ce qui a 
lieu" [Fre'chet 192833, 681. 11 s'est rendu compte, en effet, que 
si on passe 2 des espaces abstraits plus g&ne'raux que les espaces 
mgtriques, on peut choisir plusieurs dgfinitions non gquivalentes 
pour la compacit6 suivant la proprigte' des parties born&es de 
l'espace lingaire qu'on veut transposer [Fr&het 1928b, 191-1921. 
Dans les espaces mgtriques, 2 part l'ensemble compact, il a 
conside'& l'ensemble compact en soi dQfini comme &ant h la fois 
compact et ferm8. Le choix de cette double terminologie e'tait 
diet6 par le fait que dans le plan un ensemble borng, fermi' ou 
non, jouit de propriGt&s non n&gligeables. 11 est ainsi revenu 
sur une distinction dgj& gtablie dans sa thsse quand il avait 
appelg extre'mal un ensemble B la fois compact et fermi' [Fr&chet 
192833, 701; le terme de compact en soi avait t$tG proposg par 
Pitcher et Chittenden [1918, 671. 
Kuratowski et Sierpinski avaient de'montrg que, pour que le 
thgorkme de Bore1 et Lebesgue s'applique 5 une classe (31, il 
faut et il suffit que tout ensemble infini E d'Qlgments de cette 
classe, qui est compact et dont l'ensemble de'rivs est aussi compact, 
donne lieu 3 au moins un e'le'ment p de puissance ggale 2 celle de 
E "relativement 2 E" i.e. tout voisinage (tout entourage dans 
la terminologie des auteurs) de p contient un sous-ensemble de 
E de mGme puissance que E [Kuratowski et Sierpinski 1921, 1731. 
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Fr&het a utilise une terminologie introduite par Janizewski et 
appelg ensemble parfaitement compact l'ensemble &udie' par 
Kuratowski et Sierpinski. Cet ensemble est tel que toute partie 
infinie de E en ait un point d'accumulation maxime i.e. un point 
dont tout voisinage contient un ensemble de points de E ayant 
m@me puissance que E. 11 a appelg l'ensemble parfaitement 
compact en soi si toute partie infinie admet un point d'accumula- 
tion maxim6 appartenant a l'ensemble considere. En fait, Fre'chet 
a formu ces dgfinitions dans les espaces dits "accessibles" 
lggerement plus g&&raux que les espaces topologiques de Hausdorff 
[Frechet 192833, 192-1931. 
De leur c&e, Alexandroff et Urysohn ont appele point d'accum- 
ulation complet d'une partie m d'un espace topologique tout point 
5 pour lequel tout voisinage admet une intersection avec m dont 
la puissance est e'gale a celle de %. Une partie d'un espace 
topologique a &e nom&e compacte si elle verifie la proprie'te 
de Bore1 pour tout recouvrement denombrable par des domaines-- 
ou d'une manikre gquivalente--si toute partie denombrable en 
posssde un point d'accumulation complet. 11s ont g8ne'ralise 
cette equivalence en remplaqant "dgnombrable" par "de puissance 
( m” et forgi: le terme bicompact pour le cas 06 les proprie'tgs 
equivalentes sont vraies pour des puissance quelconques [Alexan- 
droff 1924; Alexandroff et Urysohn 1924, 2591. Alexandroff a 
aussi consid&& des espaces localement compacts (localement 
bicompacts) c'est-a-dire des espaces topologiques possedant des 
voisinages compacts (bicompacts) de chaque point [Alexandroff 
1924, 2941. Dans la correspondance e'changGe avec FrGchet au 
tours de 1'annGe 1926, Alexandroff a discute' l'&quivalence dans 
les espaces accessibles et la non-gquivalence dans les espaces 
(V) de la condition du "lemme de Borel-Lebesgue" et de la "con- 
dition de Cantor": chaque systgme d&croissant bien ordonne 
d'ensembles ferme's non vides a une intersection non vide [Arboleda 
1979, 781. 
Quand on a commencg a distinguer les espaces metriques parmi 
les espaces topologiques g&&aux, il s'est agi aussi d'inter- 
pr&ter le crit&e de Cauchy dans ce cadre glargi. Frgchet avait 
reconnu t&s tot l'importance de cette proprie't.6 et utilisg 
plusieurs fois dans sa these des expressions du genre: espace 
auquel est applicable le critPre de Cauchy ou admettant une 
g&-&ralisation du critsre de Cauchy. 
Hausdorff a introduit quelques definitions commodes suppl& 
mentaires dans les espaces me'triques. C'est ainsi qu'un ensemble 
est dit totalement born& si, pour tout p > 0, il est contenu dans 
la somme d'un nombre fini de boules de rayon p; tout ensemble 
compact est done totalment born&. Un ensemble infini est appel6 
fondamentalsi, pourtout p > 0, presque tous les points de l'ensem- 
ble sont contenus dans une boule de rayon p [Hausdorff 1914, 311- 
3131. Pour qu'un ensemble totalement born& soit compact, il faut 
et il suffit que toute suite fondamentale soit convergente. 
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Hausdorff a remarqu4 qu'on pouvait e'noncer le crit&re de 
Cauchy en disant qu'une suite de nombres re'els est converqente 
si et seulement si elle constitue une suite fondamentale. Haus- 
dorff a d&id6 alors de dire qu'un espace me'trique est complet 
si toute suite fondamentale converge [Hausdorff 1914, 3151. 
Ainsi, dans un espace m6trique complet, il y a identit6 
entre les parties compactes et les parties totalement borne'es. 
Hausdorff a montr6 aussi que toute partie fermge d'un espace 
m&rique complet est complkte et que tout espace m6trique compact 
est complet [Hausdorff 1914, 315-3171. 
Frkhet a adopt6 l'expression de Hausdorff pour d&signer 
une propri&b que la distance peut avoir ou non dans un espace 
m6trique [Frgchet 1928b, 751: 
Nous dhrivons ainsi d'un qualificatif empruntg 2 
M. Hausdorff une propri&& que nous avons employ&e 
syst6matiquement depuis 2906 [Frhchet 1925, 1011. 
Hahn a dit plus tard que le terme est dG ;i Hausdorff et que 
l'id6e est due 2 Frkhet. 
Frkchet s'est propose! ensuite d'e'tendre ce concept aux sous- 
ensembles d'un espace me'trique. Ayant re'ussi 2 obtenir des pro- 
pri6t6s importantes des espaces mgtriques soit en supposant que 
cet espace est compact soit en supposant qu'il est complet, il 
a pu noter que m&me si un ensemble compact appartient 2 un espace 
me'trique non complet, le critke de Cauchy s'kend aux suites de 
points de cet ensemble, le point-limite pouvant Bventuellement 
ne pas appartenir a l'ensemble conside'&. 11 a dit: 
On embrassera done 2 la fois au moins ces deux cas trks 
diffhents dans la mGme catsqorie en appelant complet 
[relativement A un espace (9)] tout ensemble de points 
de cet espace tel qu'en modifiant au besoin la dgfini- 
tion de la distance sans altber la convergence, le 
critkre de convergence de Cauchy soit applicable aux 
suites de points de cet ensemble [Fre'chet 1925, lOl]. 
De cette fayon, Frgchet a pu unifier et gk-kraliser certains 
&on&s sans compliquer des d&monstrations qui faisaient inter- 
venir implicitement ou explicitement le critPre de Cauchy. 
Frkhet s'&tait demand6 s'il existe des espaces (9) non 
complets [Frgchet 1921, 3421; Chittenden a e'te' le premier & 
produire un contre-exemple [Chittenden 19171. Par ailleurs, 
Frkhet s’est intC?resse’ a la proprie'tg suivante sur un espace 
m&rique E: Tout ensemble Ek formh de points de E 2 distances 
mutuelles sup6rieures au nombre k est Eini, quel que soit k > 0 
(Fre'chet 1910, 21; il s'agit done de l'espace totalement borne'. 
Fr&het a indiquG qu'un espace m&rique compact a cette proprie'te' 
et que la rkiproque a lieu si l'espace est complet [Fre'chet 1913, 
320; 1928a; 192813, 753. 
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La plupart des mathematiciens posterieurs appellent ouverts 
les domaines de Hausdorff et n'exigent pas que le quatrikme 
axiome des voisinages soit n&essairement v6rifi.e'. Cet axiome 
est l'axiome T2 dans la collection des axiomes de separation 
consid&% par Alexandroff et Hopf [1935] et, dans la tenninologie 
de Bourbaki, adapt6e de Tietze [1922, 3001, un espace topologique 
verifiant cet axiome est dit s&pare, alors que dans la termi- 
nologie anglo-saxonne il est dit espace de Hausdorff. 
11 restait 2 se debarasser de l'hypothese du denombrable, 
ce "malfaisant parasite qui affaiblit la portee de bien des 
travaux et nuit a une Claire comprehension des ph&omSnes", 
comme le dira Weil 11937, 31, alors que dans l'opinion de Bore1 
les ensembles denombrables constituent "la seule &alit6 que 
nous puissions atteindre" [Fre'chet 1961, 4131. Finalement, c'est 
l'espace bicompact qui a ete appele espace compact; c'esf done 
un espace topologique (suppose s&pare dans la terminologie de 
Bourbaki) tel que de toute famille d'ouverts recouvrant cet 
espace on puisse extraire une famille finie recouvrant encore 
l'espace. Une partie compacte d'un espace &pare' est necessaire- 
fen&e. 
On a introduit aussi des d&nominations speciales pour des 
proprietgs voisines de la compacite qui avaient e'te' design&es du 
m@me nom prdcedemment. Un espace topologique est dit compact a 
la Frechet si la propriete de Bolzano-Weierstrass est ve'rifie'e 
i.e. si toute partie infinie admet un point d'accumulation; il 
est dit sequentiellement compact ou denombrablement compact si 
toute suite infinie extraite de l'espace admet une sous-suite 
convergente. Toutes ces ddfinitions sont equivalentes dans les 
espaces me'triques. 
Alors que la compacite' e'tait de'sormais de'finie h l'aide de 
la proprie'te de Borel- Lebesgue, il s'est agi de chercher 2 la 
caracteriser aussi en termes de convergence comme elle l'avait 
ete' a l'origine. Une contribution importante dans ce sens a 
6te apportee par Moore et Smith qui sont arrive's aux memes con- 
clusions indgpendamment l'un de l'autre et ont publie' leurs 
rgsultats en cormnun en 1922 [Moore et Smith 19221. 11s ont 
cherchd h dgfinir une notion g&&ale de limite englobant les 
cas classiques et notamment les deux formulations suivantes: 
I) Une suite infinie (an) de nombres reels (ou complexes) an 
(II = 1, 2, . ..) converge vers le nombre limite a, en notation 
Ln-ta, a, = a, si, quel que soit le nombre positif II, il existe un 
entier positif ng tel que (a, - a ) _ < R pour tout entier R 2. RR. 
La suite (an) peut etre considere'e comme une fonction numerique 
c1 E (anIn) definie sur l'ensemble des en-tiers positifs; a(n) = an. 
II) Par rapport 2 une classe Q = [q] d'e'le'ments q et la classe 
Y = [s] de toutes les classes finies s d'dle'ments q, une fonction 
num&-ique a E (cr(s)ls) d&fine surY converge vers le nombre limite 
a, en notation L,a(s) = a, si, quel que soit le nombre positif R 
il existe une classe 52 telle que la(s) - a[ ( R, pour toute 
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classe s contenant SR. Ce dernier cas est appliqug, par exemple, 
a l'espace de Hilbert [a] des suites c1 i (cl(n) In) de nombres 
r6els tels que in(n)2 converge. On peut passer du cas I) au cas 
II) en remplayant la relation > par la relation 2. 
Moore et Smith ont considgre' une classe ge'ngrale kr = [p], 
une relation binaire 1 sur 11 et dit qu'une fonction numgrique 
cx 5 (a(p) [p) de'finie sur 11 converge vers la limite a, en nota- 
tion Lpse.((p) = a ou Lcu = a , si,quel que soit le nombre positif 
R, il existe un GGment pQ tel que la(p) - a 1 2 R pourvu qu'on 
ait pgpy. Ils ont obtenus la g&&alisation d&i&e a condition 
de supposer 8 transitive et munie de la propri6t6 de composition 
i.e. pour deux 616ments pl et ~2, il existe p3 tel que p3 jl pl 
et p3 68 p2. Un ensemble est dit compact (ferm6) si toute partie 
en comprend une suite convergeant vers une limite (appartenant 
a l'ensemble). 11s ont alors pu de'montrer le the'orkme de Heine- 
Borel-Lebesgue suivant: Si une partie compacte ferme'e est re- 
courverte par un ensemble de rggions [Q], elle est recouverte 
d6jZ par un sous-ensemble fini de ces re'gions au cas oti la partie 
est suppose'e incorporable (enclosable) au sens suivant: 11 existe 
une suite [RI de rggions recouvrant la partie telle que le point 
de la partie appartenant B la re'gion QO appartienne aussi B une 
rggion RO contenue dans Qo. 
Weil a krit en 1937: 
Lorsqu'on quitte le denombrable, il n'est plus legitime 
de faire des notions de suite et de limite l'outil es- 
sentiel et on doit les remplacer par d'autres dont le 
champ d'action soit moins restreint [Weil 1937, 31. 
Au tours de la m&me an&e, H. Cartan a note'; 
Malgre les services rendus en topologie par la considera- 
tion des suites denombrables, leur emploi n'est pas 
adapt6 21 l'&tude des espaces g&&aux [Cartan 1937al. 
I1 a fourni un outil capable de remplacer les suites: Un 
filtre .F d'un ensemble est toute famille de sous-ensembles telle 
que 1) ;9 ne soit pas vide et ne contienne pas la partie vide; 
2) l'intersection de deux 616ments de 9F appartienne a .@ : 3) tout 
sous-ensemble contcnar?t un 6le'ment de 9 soit un 616ment de 9 
11 a dit ensuite que, par dgfinition, un filtre d'un espace 
topoloqique converge vers un point ou que ce point est limite du 
filtre si le filtre est plus fin que le filtre des voisinages de 
ce point. Le point-limite est ngcessairement unique si l'espace 
est s&pa&. Enfin, Cartan a appel6 point d'accumulation du 
filtre 9F tout point vers lequel converge un filtre plus fin que 
B cequi revient ?I dire qu'un 616ment quelconque de .F etun voisi- 
nage quelconque du point d'accumulation sont s&ants i.e. que le 
point est adh&rent 5 un 616ment quelconque du filtre [Cartan 1937b l- 
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Chevalley et Weil ont signal& h Cartan que dans cette nouvelle 
terminoloqie dire qu'un espace topoloqique est compact i.e. a la 
propriete de Borel-Lebesque revient 2 dire que tout filtre con- 
struit sur cet espace possede au moins un point d'accumulation 
[Cartan 1937b1; cette equivalence s'&ablit par la consid&ation 
de la propriete de Borel-Lebesgue &on&e sous la for-me: toute 
famille de fermes ayant une intersection vide admet une sous- 
famille finie ayant une intersection vide. L'espace est compact 
si tout ultrafiltre (i.e. tout filtre plus fin que tout filtre 
don& arbitrairement) converge. 
Bourbaki appelle point adhe'rent a une base de filtre d'un 
espace topologique tout point adherent 2 chaque glement de la 
base. Un espace compact est done un espace topologique se'pare 
tel que tout filtre possede au moins un point adherent (Bolzano- 
Weierstrass) ou que de tout recouvrement ouvert on puisse extraire 
un recouvrement fini (Borel-Lebesque) [Bourbaki 1971, I, 47, 591. 
L'espace quasi-compact i.e. l'espace verifiant les conditions 
equivalentes precedentes sans etre necessairement se'par6 presente 
aussi un grand inter&; des exemples importants sont constitue's 
par la topologie de Jacobson sur l'ensemble des ide'aux primitifs 
des algebres norm&es et la topologie de Zariski en geome'trie 
alggbrique. 
En 1937, Weil a constat& qu' lion s'explique ma1 que (la 
notion de distance) soit venue h jouer un pareil role dans une 
branche des mathematiques OG elle n'est, a proprement parler, 
qu'une intruse" [Weil 1937, 31. Ayant reconnu que sur les 
groupes topologiques non necessairement metrisables on retrouve 
beaucoup de proprie'tes ayant une origin@ commune a savoir la 
possibilite de comparer entre eux des voisinaqes don&s aux 
differents points du qroupe, Weil a pu dgfinir les espaces topolo- 
giques uniformes qui constituent une qeneralisation des espaces 
metriques. Bourbaki ecrit qu' "une fois posee la definition des 
espaces uniformes, il n'y a aucune difficult& (lorsqu'on dispose 
aussi de la notion de filtre) a etendre 2 ces espaces presque 
toute la theorie des espaces metriques telle qu'elle est exposee, 
par exemple, par Hausdorff" [Bourbaki 1960, 153-1541. 
Les espaces uniformes dont la structure est plus riche que 
celle des espaces topoloqiques, mais moins riche que celle des 
espaces metriques, sont ceux oh la notion de continuite' uniforme 
a un sens. Modifiant 16qSrement les dgfinitions originales dues 
B Weil 119371, Bourbaki d&finit une structure uniforme sur un 
espace topoloqique E par la don&e d'un filtre +Y sur E2 verifiant 
les axiomes suivants: 1) Tout V E 9 contient la diaqonale de E2; 
2) si VcI,V-lc:; 3) quel que soit V E * , il existe W s @ 
tel que WOW C V; Q est le filtre des entourages. Pour un entourage 
v E 1, un sous-ensemble A de E est dit petit d'ordre V si A x AC V 
(deux points quelconques de A sont voisins d'ordre V). 3ourbaki 
peut ainsi formuler les definitions suivantes: 11 appelle filtre 
de Cauchy sur l'espace uniforme E tout filtre 9F sur E tel que, 
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pour tout entourage V, il existe un ensemble petit d'ordre V et 
appartenant 'a 9 ; il appelle espace complet tout espace uniforme 
tel que tout filtre de Cauchy sur cet espace soit convergent vers 
un point [Bourbaki 1971, II, 1, 12-13,151. Enfin, la notion 
d'espace pre'compact (espace uniforme dont le comple'te' est compact) 
constitue la g&gralisation naturelle de celle d'ensemble totale- 
ment born&. 
Ainsi, des terminologies introduites pour caractgriser des 
proprGt& d8terminGes ont engendrg des dgfinitions modernes qui 
pre'cisent et simplifient des situations tr&s g&&ales. La 
notion de compacitg a envahi 1'Analyse Fonctionnelle (des rgsultats 
classiques tels que le thgorkme d'Ascoli, la the'orie de Riesz- 
Fredholm y font appel); on connait l'importance de la thgorie des 
groupes compacts et, plus particulisrement, celle des groupes de 
Lie compacts. 
Si on se rappelle que Cauchy a admis son critsre comme &ant 
&ident [Bourbaki 1960, 1631, il faut reconnaitre avec Fr&het 
que la notion d'espace complet est suggestive [Fre'chet 1928b, 751; 
elle a dQ 1'Btre aussi pour Hausdorff qui a e'te le premier 2 
remarquer que la construction de Cantor permet de "complgter" tout 
espace mgtrique [Hausdorff 1914, 315-3171. Bourbaki peut dire 
que le thGorkme de compl&ion des espaces uniformes n'est h son 
tour que la transposition, sans aucune modification essentielle, 
de la construction de Cantor pour les nombres re'els [Bourbaki 
1960, 1541. 
A propos de la notion de compacitg, dont les noms de Bore1 
et Frechet sont ins&parables, nous citerons encore ce dernier 
parlant du premier: 
Alors que, souvent, j'ai cherchd les traits communs a 
plusieurs theories pour en ddduire une theorie gdnerale 
qui englobait les pr&&entes, Borel, par une etude 
attentive et mdticuleuse de cas particuliers y trouvait 
la necessite d'introduire des notions nouvelles dont la 
portge depassait singuli&ement ces cas particuliers. 
Ceci explique, peut-@tre, que Bore1 a toujours don& une 
preference exclusive aux m&hodes constructives plus 
instructives et les seules utilisables d'ailleurs dans 
les applications, alors que j'ai frequemment employ6 
les mkhodes descriptives souvent plus simples dans les 
thgories [Fr&het 1965, 11. 
Dans une communication personnelle, Fre'chet nous a d&clarg 
qu'avec le recul il consid&rait comme non satisfaisant le choix 
de l'adjectif compact qu'il avait fait 2 l'origine; un ensemble 
compass d'une "&oile finie" * est compact mathgmatiquement tout 
en n'ayant pas la qualite' intuitive d'&tre compact. "Mais", dit- 
il, "j'ai voulu sans doute e'viter qu'on puisse appeler compact 
un noyau solide dense qui n'est agrgmentg que d'un fil allant 
jusqu'h l'infini. C'est une supposition car j'ai compl&ement 
oublig les raisons de mon choix!" 
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A travers l'&olution des significations des termes compact 
et complet on peut se rendre compte que des notions f&ondes 
peuvent Ctre victimes de leur propre succks; consid&ges comme 
dGfinitives 2 un moment donne, elles doivent etre affix&es pour 
s'adapter a des problsmes g&&aux et &tre capables de discerner 
des situations voisines que se recoupent. 
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